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ABSTRACT

Every Hilbert space is topological space. Then, the continuous linear mapping is also topological
space. Strong Topology and weak topology corresponding to strong convergence and weak con-
vergence. Let H is a Hilbert space, on contraction operators, denoted C,(H), is metrizable. In this
Paper, we study the strong operator topology and weak operator topology on Ci(H). We can show
that strong operator topology and weak operator topology is separable completely metrizable
topological space.

Keyword :strong operator topology, weak operator topology, mertizable

ABSTRAK

Setiap ruang Hilbert merupakan ruang topologis. Oleh karena itu, koleksi semua pemetaan linear
kontinu pada ruang tersebut juga merupakan ruang topologis. Ruang topologis kuat dan ruang
topologis lemah berkorespondensi dengan kekovergenan kuat dan kekovergenan lemah. Jika
diberikan ruang Hilbert H, pada koleksi semua operator kontraksi C;(#), dapat dibangun oleh
suatu ruang metrik. Paper ini membahas tentang topologi operator kuat dan topologi operator
lemah pada C;(#). Ruang topologis termetrik lengkap adalah ruang topologis yang dibangun dari
suatu ruang metrik lengkap. Dapat ditunjukkan bahwa, ruang topologis operator kuat dan ruang
topologis operator lemah merupakan ruang topologis yang separabel termetrik lengkap.

Kata Kunci :topologi operator kuat, topologi operator lemah, termetrik

1. PENDAHULUAN

Kajian tentang ruang Hilbert telah banyak dilakukan, satu diantaranya penelitian oleh
Eisner yang mengkaji tentang sifat tipikal pada ruang Hilbert di beberapa ruang topologis. Eisner
mengatakan bahwa struktur di ruang Hilbert tidak hanya mengijinkan membangun teori spektral
tetapi juga fasilitas untuk mengkonstruksi operator menggunakan dekomposisi orthogonal. Ber-
sumber pada penelitian yang dilakukan Eisner, penulis pertama dalam tesisnya melakukan kajian
tentang sifat tipikal operator pada ruang Hilbert. Khususnya dikenakan pada operator kontraksi di

ruang topologis kuat.

Dalam tulisan ini, penulis tertarik untuk mengkaji ruang topologis kuat dan ruang topologis
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lemah berdasarkan metrik yang ditulis Eisner pada papernya. Namun demikian, topologi yang di-
bahas dibatasi hanya pada koleksi operator kontraksi di ruang Hilbert. Karena operator kontraksi
selalu terbatas, maka ruang topologis yang dibangun dari koleksi operator kontraksi dapat ditu-

runkan dari topologi pada operator terbatas.

Investigasi dilakukan dengan membentuk metrik yang membangkitkan ruang topologis.
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa metrik tersebut membangkitkan topologi kuat dan topologi
lemah pada koleksi operator kontraksi. Pembahasan dilakukan dengan mendefinisikan basis dari
ruang topologis yang dibangun dari ruang metrik, kemudian diamati kesamaan basis tersebut
dengan basis topologi kuat dan lemah pada ruang Hilbert. Dengan demikian, metrik yang diben-
tuk membangkitkan topologi kuat dan topologi lemah pada ruang operator kontraksi. lebih lanjut,
koleksi operator kontraksi dengan metrik yang dibentuk merupakan ruang metrik yang separabel

dan lengkap.

2. LANDASAN TEORI
2.1. Ruang Hilbert

Diberikan sebarang bilangan kompleks A = a + i € C, dengan «, 3 € R. Bilangan
Kompleks \ = o — i3 didefinisikan sebagai konjugat dari A\. Beberapa sifat umum konjugat
adalah A = A, (Abp) = A+ () = M. A= VXA, dan X = ) jika dan hanya
jika A € R.

Definisi 2.1 Ruang vektor ‘P atas lapangan R atau C disebut ruang hasil kali dalam atau ruang
pre-Hilbert jika dilengkapi dengan fungsi hasil kali dalam, yaitu fungsi (-,-) : P x P — R/C
sehingga untuk setiap x,y, z € P dan « skalar berlaku sifat sebagai berikut.

(i). (@,y) = (y,z).
(ii). (x+y,2) = (z,2) + (Y, 2).
(iii). (az,y) = alx,y).

(iv). (z,z) > 0dan (x,z) = 0 jika dan hanya jika x = 0.

o0

Contoh 2.2 Himpunan P = ¢ = {z = {2} € C : Y |#x|*> < oo} merupakan ruang pre-
k=1

Hilbert dengan fungsi hasil kali dalam

oo
(x,y) = Z TxUk, untuk setiap x,y € P.
k=1
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Teorema 2.3 Jika P ruang pre-Hilbert, maka untuk setiap x,y, z € P dan « skalar berlaku sifat

sebagai berikut.

(1) (z,ay) =z, y).
(2). (z,y+2) = (z,y) + (2, 2).
(3). (,0) = (0,y).
(4). (x—y,2) = (z,2) = (y, 2) dan (x,y — 2) = (x,y) — (7, 2).
(5). (z,z) = (y, z), untuk setiap z € H jika dan hanya jika x = y.
Menurut Definisi dan Teorema hasil kali dalam bersifat linear terhadap komponen

pertama dan bersifat linear konjugat terhadap komponen kedua. Selanjutnya, didefinisikan fungsi

|- || : P — Rdengan ||z|| = \/(z, x) pada Deﬁnisiberikut.

Definisi 2.4 Diberikan ruang pre-Hilbert P. Didefinisikan fungsi || - || : P — R dengan
|| = \/{x,z), untuk setiap x € P. (1)

Teorema 2.5 Fungsi || - || pada persamaan (1) memenuhi sifat berikut.
(i). ||z|| > 0, untuk setiap x € P.
(ii). ||z| = 0 jika dan hanya jika = = 0.

(iii). ||ax| = |a|||z||, untuk setiap x € P dan « skalar.

Berdasarkan Definisi[2.4] diperoleh sifat-sifat pada ruang pre-Hilbert P.

Teorema 2.6 (Ketidaksamaan Cauchy-Schwarz) Jika x dan y dua vektor pada ruang pre-Hilbert

P dan fungsi || - || : P — R seperti pada persamaan (I)), maka
[z )] < lllllly]l-

Berdasarkan Teorema [2.6|diperoleh ||z + y|| < ||z|| + [|y||, untuk setiap 2,y € P dengan

‘P ruang hasil kali dalam. Dengan demikian, diperoleh teorema sebagai berikut.

Teorema 2.7 Setiap ruang pre-Hilbert P merupakan ruang bernorma dengan norma ||x| =
V{x, ).
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Contoh 2.8 Himpunan P = /2 merupakan ruang bernorma dengan norma

o0 >
]l = (Z kal2> :
k=1

Sifat penjumlahan pada ruang pre-Hilbert dapat dinyatakan dalam bentuk hukum paralel-

ogram dan identitas polarisasi.

Teorema 2.9 (Hukum Paralelogram) Diberikan sebarang ruang pre-Hilbert 'P. Untuk setiap
x,y € P berlaku
Iz +yl* + [l =yl = 2(l|=[* + Iy |-

Teorema 2.10 (Identitas Polarisasi) Diberikan sebarang ruang pre-Hilbert P. Untuk setiap

x,y € P, berlaku
_ 1 2 2 . . 2 . . 2
(z,y) = 1 \llz+ul® = llz —yl® +ille +ayll* —dlle -yl ) -

Menurut Teorema diperoleh bahwa setiap ruang pre-Hilbert merupakan ruang ber-
1

norma terhadap norma ||z| = <§ |xk|2> §, sehingga sifat-sifat pada ruang bernorma berlaku
pada ruang pre-Hilbert. Untuk sebgjalng ruang bernorma merupakan ruang metrik dengan mendefin-
isikan metrik d(x,y) = ||z — y||. Pada ruang metrik dikenal konsep tentang barisan dan ke-
konvergenan barisan, begitu pula pada ruang bernorma. Berikut diuraikan definisi kekonvergenan

pada ruang bernorma.

Definisi 2.11 Diberikan sebarang ruang bernorma H dan x,,x € H. Barisan {z,} dikatakan
konvergen ke x, ditulis x,, — x atau x = lim z,, jika lim ||z, — x| = 0 atau ||z, — z|| — 0
n—oo n—oo

untuk n — oo.

Definisi 2.12 Diberikan sebarang ruang bernorma H dan x,,x € H. Barisan {z,} disebut
barisan Cauchy jika untuk setiap € > 0 terdapat ng € N sehingga untuk setiap m,n > ng

berlaku ||z, — x| < e.

Setiap barisan yang konvergen pada ruang pre-Hilbert merupakan barisan Cauchy, sebalik-
nya belum tentu berlaku. Dalam hal setiap barisan Cauchy pada ruang pre-Hilbert merupakan
barisan yang konvergen, ruang pre-Hilbert tersebut lengkap.

Definisi 2.13 Ruang pre-Hilbert yang lengkap disebut ruang Hilbert.
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Contoh 2.14 Himpunan P = /2 pada Contoh merupakan ruang pre-Hilbert lengkap yang

berarti P merupakan ruang Hilbert.

2.2. Operator Kontraksi

Definisi 2.15 Operator linear kontinu A : 'H — H dikatakan kontraksi apabila | A(x)| < ||z

)

untuk setiap x € H.

Contoh 2.16 Pada ruang Hilbert ¢2, didefinisikan operator U dengan

U({O[l, a2, }) = {07 1,009, - }7
untuk & = {a,,} € £2. Operator U merupakan operator kontraksi.
Teorema 2.17 Jika A : H — H operator linear kontinu, maka pernyataan berikut ekuivalen.

(1). operator A kontraksi.
2). |4] < L.

(3). A¥xA< I

(4). AA* < L.

(5). operator A* kontraksi.

(6). operator A* A kontraksi.

2.3. Ruang Topologis

Diberikan sebarang himpunan tak kosong X'. Himpunan 2% = {4 : A C X’} disebut
himpunan kuasa (power set) dari X. Himpunan bagian dari himpunan kuasa tersebut dapat mem-

berikan pengertian topologi pada X'.

Definisi 2.18 Diberikan himpunan X # (). Koleksi himpunan 7 C 2% disebut topologi pada X

Jika memenuhi tiga hal berikut.
(i) 0, X er.
(ii). JikaU,V € TmakaU NV € T.

(iii). Jika o C 7 maka |J U € 1.
Ueco
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Selanjutnya, pasangan (X, ) disebut ruang topologis. Dalam hal tidak menimbulkan kerancuan,
ruang topologis (X, T) dapat ditulis dengan X. Setiap himpunan bagian X yang merupakan

anggota T merupakan himpunan terbuka.

Irisan dari dua topologi pada himpunan X juga merupakan topologi pada X', namun ga-
bungannya tidak selalu merupakan topologi pada X. Selanjutnya, diberikan pengertian mengenai

basis dari suatu topologi.

Definisi 2.19 Diberikan himpunan X # (. Basis untuk topologi pada X adalah koleksi B C X

sehingga memenuhi sifat-sifat berikut.
(i). Untuk setiap v € Xada U € B dengan x € U.
(ii). Jika x € Uy N Us, dengan Uy, Us € B, maka terdapat U € B dengan x € U C Uy N Us.

Jika B memenuhi kedua kondisi di atas, maka topologi T yang dibangkitkan oleh B didefinisikan
sebagai berikut: Himpunan bagian U C X dikatakan terbuka di X (yaitu anggota topologi T)
Jjika untuk setiap x € U, terdapat anggota basis B € B sehingga x € B dan B C U. Setiap

anggota basis itu sendiri merupakan anggota topologi T.

Setiap ruang metrik merupakan ruang topologis dengan koleksi semua bola terbuka pada
ruang metrik merupakan basis untuk topologinya. Berdasarkan Definisi[2.19] diperoleh sifat yang

mengatakan bahwa topologi 7 merupakan koleksi dari semua gabungan anggota basisnya.

Teorema 2.20 Diberikan (X, T) ruang topologis. Jika B basis untuk topologi T, maka untuk setiap

himpunan terbuka di dalam T dapat dinyatakan sebagai gabungan dari anggota-anggota B.

Di dalam ruang topologis X, himpunan V' disebut persekitaran titik z jika terdapat him-
punan terbuka U sehingga z € U C V. Koleksi N, terdiri dari semua persekitaran titik z € X
disebut sistem persekitaran titik z. Selanjutnya, dari sistem persekitaran titik x tersebut dapat

didefinisikan basis untuk sistem persekitaran titik x yang disebut basis persekitaran titik x.

Definisi 2.21 Diberikan (X, 1) ruang topologis, dan © € X. Koleksi VW dari persekitaran titik

x disebut basis persekitaran titik x jika untuk setiap persekitaran V- € N, terdapat persekitaran

W e W sehingga W C V.

Contoh 2.22 Diberikan ruang topologis biasa pada R dan himpunan
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Setiap anggota dari BB, adalah persekitaran dari a € R dan setiap persekitaran dari ¢ memuat

paling tidak satu anggota dari B,

Teorema 2.23 Koleksi B C T merupakan basis untuk topologi T pada X jika dan hanya jika B

memuat basis persekitaran x untuk setiap x € X.

Untuk menunjukkan & C 7 merupakan basis bagian cukup ditunjukkan bahwa koleksi
dari semua irisan sebanyak berhingga anggota-anggota S merupakan basis. Selanjutnya, dari suatu
ruang metrik dapat dibangkitkan sebuah ruang topologis. Ruang topologis yang dibangkitkan oleh

suatu metrik dijelaskan dalam definisi berikut.

Definisi 2.24 Ruang topologis (X, T) dikatakan metrizable jika ada metrik d pada X sehingga T
merupakan topologi yang dibangkitkan oleh metrik d pada X. Ruang topologis (X, ) completely
metrizable jika ada metrik dy pada X sehingga T dibangkitkan oleh dy dan (X, dy) merupakan

ruang metrik lengkap.

Contoh 2.25 Diberikan ruang topologis diskrit (X', 74). Didefinisikan metrik d dengan

1, jikax #y;

0, jikaz =wy.

d(x’y) =

Untuk setiap y € X, terdapat ¢ > 0 sedemikian hingga y € By(y,e) = {y} C U. Jika
y € Bg(y1,e1) N By (y2,e2), dapat dipilih e = max{e; — d(y,y1),e2 — d(y,y2)} sehingga
diperoleh y € By(y,e) C By (y1,€1) N By (y2,£2) . Akibatnya koleksi { By (z,¢) : € X'} me-
rupakan basis untuk topologi pada X'. Dimisalkan 7, adalah topologi yang dibangun oleh basis
{B4(z,e) : x € X}. Diperhatikan bahwa untuk ¢ < 1 diperoleh B (x,¢) = {z}. Untuk setiap

himpunan terbuka U terdapat {x} C U sehingga U = U {z}. Diperoleh koleksi {{z} : =z € X'}

zelU
merupakan basis untuk topologi diskrit, sehingga 75, = 74.

3. PEMBAHASAN

Pada bagian ini dibahas pengertian tentang topologi operator kuat dan topologi operator
lemah pada C;(H). Pada C;(H) dapat ditunjukkan bahwa topologi operator kuat dan topologi

operator lemah merupakan ruang topologis yang separabel termetrik lengkap.
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3.1. Topologi kuat pada C;(H)

Definisi konvergen kuat pada ruang operator disampaikan pada Definisi|3. 1{sebagai berikut.

Definisi 3.1 Diberikan X, ) ruang bernorma, dan fungsi T,,, T merupakan fungsi yang memetakan
X ke Y. Barisan {T,,} dikatakan konvergen kuat ke T, ditulis T, EN T atauT = s- li_>m Ty, jika
n o

untuk setiap x € X berlaku || T, (x) — T'(z)|| — 0, untukn — co.

Selanjutnya, Teorema berikut menunjukkan bahwa koleksi operator kontraksi C;(H)
merupakan ruang topologis kuat separabel yang termetrik lengkap completely metrizable, yaitu
terdapat metrik separabel lengkap pada C;(#) yang membangun topologi kuat. Pembahasan lanjut
pada subbab ini, H dimaksudkan sebagai ruang Hilbert klasik. Koleksi semua operator linear

kontinu pada H dinotasikan dengan L.(H).

Lemma 3.2 Untuk setiap A, B € L.(H) dibentuk

ds(4,B) =Y 27| A(es) — Blei)ll )

€N
dengan {e;} basis ortonormal H. Metrik ds merupakan metrik pada C;(H) dan ds membangkitkan
suatu topologi pada Ci(H) yang dinotasikan dengan 14,. Lebih lanjut, (Ci(H),ds) merupakan

ruang metrik lengkap yang separabel.
Bukti. Diambil sebarang A;, By, A2, Ba € L.(H) dengan A; = Ay dan B; = Bs. Hal ini berarti

untuk setiap = € H berlaku A;(z) = Az(z) dan B (x) = By(x). Diperhatikan bahwa

do(A1,Br) =Y en 27 [ Ax(es) — Bules)| = > 27| Ag(es) — Ba(es)l| = ds(Az, By).
i€EN

Jadi, ds fungsi. Untuk setiap A, B € C;(H) memenuhi beberapa sifat berikut.

L. dy(A,B) => 27" A(e;) — Bley)|| = 0
i=1
dan

dy(A,B) =0 > 27| A(e;) — Ble)| = 0 Vi,27"||A(e;) — B(es)| =0
=1

& || A(e:) — B(e)|| =0 ||A—B| =04 A= B.

2. dy(A,B) = Y 27" Ales) = Blei)| = Y 27| Blei) — Ales)l| = ds(B, A).
=1 =1

3. dy(A,C) =) 27| A(e;) — C(es)|
=1
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— ZQ—Z
< 22‘1{ JAGe)) — Ble)] + 1Bles) — Cled| }

~ Ble)) + Ble)) - Cley) |

= ZTzHA(ei) = B(e)ll + ) _ 27" Ble:) — Cles)l
i=1 i=1
< ds(A, B) +ds(B, C).

Diperoleh d metrik pada C; (). Lebih lanjut, dibentuk
B(A,r) ={B € C:(H) : ds(A,B) < r}.

Akan ditunjukkan koleksi {B(A,r) : A € C:(H),r > 0} merupakan basis untuk topologi 7,4,
pada C;(H).

(1). Untuk setiap A € Ci(H) terdapat B(A,r) € {B(A,r) : A € C/(H),r > 0} sehingga
AeB(Ar).

(2). JikaC € B(A,r1) NB(B,ry) dengan B(A,r1),B(B,r2) € {B(A,r) : AeCi(H),r >0},
maka terdapat r3 = min{r; — ds(A,C),r2 — ds(B,C)} sedemikian hingga diperoleh
C e B(C,r3) CB(A,r1) NB(B,r).

Diperoleh koleksi {B(A,r) : A € Ci(#H),r > 0} merupakan basis untuk topologi 74, pada
Ci(H). Akibatnya, metrik d; membangkitkan suatu topologi pada C;(H ), dinotasikan dengan
74,. Diperhatikan bahwa H ruang Hilbert separabel berdimensi tak hingga dengan {e;} C H

merupakan basis ortonormal H. Akan ditunjukkan bahwa himpunan

dn e N3 A(e;) = Y- ajjej, n €N,
F=(Ac Ct(H) : Jj=1
Q5 = (A(ei),ej> eC> Re(aij),fm(aij) S Q

merupakan himpunan bagian yang rapat dan terhitung di C;(#). Diambil sebarang A € C,(H).

o0
Hal ini berarti, A(e;) = ) (A(e;), e;)e;, untuk setiap ¢ € N. Dengan demikian diperoleh,
j=1

Alei) = Y _(Ales), eg)e;.
j=1

Didefinisikan A,, : H — H sehingga A, (z) =

n
1=

(A(x),ej)e;, untuk setiap n € N dengan
1
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18

x = ) (x,e;)e;. Diberikan x,y € H dengan x = y, diperoleh

i=1

j=1 J=1
Jadi A,, fungsi. Untuk setiap n € N dan = € H, berlaku

2 2

Z(x, ei)An(ei)
1221 )

| An(@)]1? = || An (Z«c,e»ei)

i=1

o0 n

k n
=[S wed St e = |30 S et ere,

i=1 j=1

k

=D > e e (Aled, ejes ) < ).

i=1 j=1

Diperoleh A,, kontraksi. Lebih lanjut, dengan «;; = (A(e;), e;), bilangan kompleks yang bagian

real dan imajinernya rasional diperoleh A,, € F. Untuk setiap ¢ € N berlaku

2
n

[AGe) — Ane)l? = || 3 (Aler).ej)e; — - (Alei).ej)e;

J=1 j=1
(o) 2 %)
=| 3 (A(ei),ejdeil| = X I{A(ed), ej)e;]|
= 2. |<A(€i),ej>|2—>0,untukn—>oo.
j=n+1

Hal ini berarti, untuk setiap ¢ € N, dan € > 0 terdapat ng € N sehingga untuk setiap n > ngp
berlaku ||A(e;) — A(e;)|| < e. Akibatnya,

o0 _i o0 c
do(A, An) =D 27| Aer) — Anlen)| < Y 5 <E.
i=1 i=1

Jadi, untuk setiap A € C;(H) terdapat A,, € F sehingga A,, — A untuk n — oo. Akibatnya F
merupakan himpunan bagian terhitung yang rapat dari C;(H) sehingga C;() dengan metrik d
merupakan ruang metrik separabel.

Diambil sebarang barisan Cauchy { Ay} C C.(#). Diberikan sebarang N € N dan € > 0. Karena

{ Ay} barisan Cauchy maka terdapat ng € N sehingga untuk setiap j, k > ng berlaku
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= .
Dengan demikian ) 27||A;(e;) — Ag(ei)|| < 2%, sehingga berlaku
i=1

1Aj(en) — Axlen)]| <2V <§:°: 277 A; (e:) Ak<ei>||> N =

Jadi, {Ay(en)} barisan Cauchy di H. Oleh karena itu, untuk setiap i € N, {Ay(e;)} barisan
Cauchy di H. Karena H lengkap, diperoleh {Ax(e;)} konvergen ke suatu y; € H, untuk setiap
i € N. Karena untuk setiap ¢« € N dan untuk k& — oo berlaku Ax(e;) — y;, maka diperoleh

(o] o0
> aiAg(e;) — > a4y;. Akibatnya, dapat didefinisikan fungsi A : H — H sehingga
i=1 i=1

= lim Z a; A

]—}OO

o
dengan x = Z «;e;. Operator A kontraksi sebab untuk setiap x € H berlaku
i=1

2
1A()]1* =

= lim
Jj—oo

hm Zaz Zal
2 2 1 o2
< lim Zrcm Asel> = > laf? lim 4;(e0)]

<Z‘O‘Z| hm |62|| Z’O‘Z‘Q ||33H2

Selanjutnya, untuk setiap ¢ € N berlaku

[A(ei) = Ag(ei)|| = || Tim Aj(e;) — Ag(es)

]—)OO

= lim [|4j(ei) — Ap(ed)] <e.
j—o0

Akibatnya,

S(A, AL) = ZQ NA(er) = Agles) | <> 27 =e.

=1

Diperoleh { A} konvergen ke A € C;(H). Jadi (C¢(H), ds) merupakan ruang metrik separabel
lengkap. |

Lemma 3.3 Koleksi dari semua himpunan

On(A,T,6) = (B e C(H) : |Axs) — B(a)| <2, i=12,--,n}

84



JURNAL SAINTIKA UNPAM Vol. 1, No. 1, Juli 2018

dengan A € Ci(H), T = {1,229, - ,xn} C H, dan € > 0 merupakan basis untuk topologi kuat
pada C,(H).

Bukti. Himpunan O,,( A, Z, £) merupakan anggota basis topologi pada C;(#), sebab

1. Untuk setiap A € C:(H), untuk setiap € > 0 dan = € H, berlaku || A(z) — A(z)|| =0 < e.
Jadi terdapat {x;}!" ; dan e > 0 sehingga A € O,,(A,7Z,e) C C:(H).

2. Jika himpunan B € O,,(A41,Z,&) N O (A2,7,0), dengan O, (A1, T, e) dan O,,(A2,7,0)
anggota {0, (A,Z,¢e) : A€ Ci(H),{x;i},e > 0}, maka untuk setiap ,j = 1,2,--- ,n
berlaku || A1 (x;) — B(x;)|| < € dan ||A2(y;) — B(y;)|| < d. Dapat dipilih barisan {zp}lgzl
yang termuat di dalam {z;}}"_; N {y;}]2,, dengan k < n dan k < m. Dengan demikian,
zp € {w;}j—y dan 2, € {y;}7",, untuk setiap p = 1,2,--- k. Selanjutnya, dapat di-
pilih 59 = min{e — [|A1(2p) — B(2p)l], 6 — ||A2(2p) — B(%p)||}. Diperoleh Oy (B, %, )
anggota {O,,(A,7,e) : A € Ci(H),{xi},e¢ > 0}. Diperhatikan bahwa, untuk setiap
C € Oy(B,Z,0), hal ini berarti || B(z,) — C(%p)|| < o dengan p =1,2,--- , k. Karena
setiapp = 1,2, - -+, kberlaku z,, € {z;}]_; dan 2, € {y;}]2; maka [[A1(z,) — B(z)|| < ¢
dan [|A2(2p) — B(2p)|| < 6. Dengan demikian, diperoleh

[A1(2p) = C(zp)l - < N[ Ai(zp) — B(zp)ll + | B(2) — C(2)
< [[A1(zp) = B(zp) || + (¢ = [[A1(2p) = B(zp)[) =&,

dan
[A2(zp) = C(2p)ll < [[A2(2p) — B(2p)ll + |1B(zp) — C(zp)|l

< [|A2(zp) = B(zp) |l + (0 — [[A2(zp) — B(z)]) = 6
sehingga C' € O(A1,Z,e) C On(A1,7,¢) dan C € Ok(A2,%Z,0) C O, (A2,7,0).
O

Akibatnya, C € O,(A41,7,¢) N
Ok(B,E, (50) - On(Al,f, 8) N Om(AQ,y, 5)

m(A2,7,0). Jadi, terdapat B anggota O (B, z dengan

Katakan 7 menyatakan topologi yang dibangun oleh O, (A,Z,¢) dan 74 menyatakan topologi
kuat. Akan ditunjukkan bahwa 7, = 7. Diambil sebarang himpunan terbuka O € 710.
Dengan demikian, terdapat koleksi himpunan O,,(A, T, ¢) sehingga O = |J O, (A, 7, ¢). Untuk
setiap B € O terdapat m € N dengan sifat B € O,,,(A,T,¢). Hal ininberarti, untuk setiap
i=1,2,---,m, berlaku | A(z;) — B(z;)|| < e. Akibatnya berlaku B(z;) € B(A(z;),¢). Oleh
karena itu, jika dipilih U; = B(A(x;),¢€), untuk setiap i« = 1,2,--- ,m diperoleh B(x;) € U;.
Akibatnya, B € B,,,(A(x),U) sehingga B € |J B, (A(x),U). Jadi,
n

To C Ts. 3)
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Sebaliknya, jika diambil sebarang himpunan terbuka O € 75. Hal ini berarti, terdapat koleksi
himpunan B,,(A(x),U) sehingga O = |JB,(A(x),U). Untuk setiap B anggota O berlaku
n
B € |UB,(A(z),U) sehingga terdapat m € N dengan sifat B € B,,(A(x),U). Hal ini berarti,
n

B(x;) € U;dengan ¢ = 1,2,--- ,m. Karena U, terbuka, terdapat £ > 0 sehingga B(B(z;),¢)
termuat di dalam U;. Jika didefinisikan A : H — H dengan

B(z), untukz € {x1,22, - ,Tm};

Ay | B EA

0, untuk = & {z1, 22, , T}
Jelas A € C¢(H) dan ||A(x;) — B(z;)|| < € dengan ¢ =1,2,--- ,m. maka diperoleh B(x;)
anggota B(A(z;), ), sehingga B € O,,(A, T, ¢). Lebih lanjut, B € U On(A,T,¢). Jadi

n

7s € T0. “)

Berdasarkan (3)) dan (4)) diperoleh 75 = 7. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa topologi
yang dibangun oleh basis O,,(A, T, €) merupakan topologi kuat. [

Lemma 3.4 Diketahui A € Ci(H). Jika diberikan N € N dan ¢ > 0 sebarang, maka terdapat
bola terbuka O € 14, sehingga B € O dan jika i < N berakibat || A(e;) — B(e;)| < e.

Bukti. Diberikan ¢ > 0 dan N € N. Jika n) sebarang bilangan real positif, maka ds(A, B) < 7. Hal

N 00
tersebut berakibat Y ~27%||A(e;) — B(e;)[|< Y 277 A(e;) — Bles)|| < n, sehingga diperoleh
=1 =1

N .
S 2N=H|A(e;) — Ble)|| < 2Nn. Jikai < N, maka N — 4 > 0. Jika dipilih n = 2% maka
=1

N
1A(ei) = Be)|< Y2V Ales) = Bley)|| < 28y = e

i=1
N
Dibentuk B(A,N,n) = {B € C«(H) : ZQ‘i]\A(ei) — B(e;i)|| < n}. Diperoleh B(A,N,n)
i=1
anggota {B(A,r) : A € Ci(H),r > 0} dan jika terdapat bola terbuka O = |J B(4,N,n),

NeN
maka O € 714,. Karena B € B(A,N,n), untuk suatu N, diperoleh B € O dan jikai < N

berakibat || A(e;) — B(e;)|| < e. [

Teorema 3.5 Metrik ds pada persamaan (12)) membangkitkan topologi kuat pada C,(H).

Bukti. Diberikan A € C(H), telah dibuktikan bahwa O(A,e) = {B € C;(H) : ds(A, B) < &}
adalah anggota basis untuk topologi 74,. Selanjutnya, berdasarkan Lemma [3.3] diketahui bahwa
himpunan O, (A,7,e) = {B € CG(H) : ||A(x;) — B(x;)|| < €,4 = 1,2,--- ,n}, untuk
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setiap € > 0 dan {z;}}"_, adalah anggota basis untuk 75. Akan ditunjukkan 74, C 75. Diberikan

A € Ci(H) dan sebarang O € 7,4,. Untuk setiap B € O berlaku B € |J O(A,r), yang artinya
r>0
terdapat 7 > 0 sehingga B € O(A, n). Diberikan sebarang vektor berhingga {z;}!" ;. Dibentuk

N
B =
[EA

untuk i € {1,2,--- ,m}. Dengan n > 0 di atas, karena {e; : i € N} basis ortonor-

mal, diperoleh {e; : ¢ € N} rapat di . Oleh karena itu, terdapat e;, sehingga |lex — Z;| < Z

Selanjutnya, untuk setiap B € C;(H) berlaku

I(A = B)(:) = (A= B)(er)| = I[(A=B)(#i —ex)|| <I[|A—BllllZ: — exll
< (Al + IBINNE: — exll < 2[4 — exll = 3.

Diperoleh [[[(A — B)(ex)|| — (A — B)(<:)l[| < [[(A = B)(ex) — (A — B)(#;)|| < 3. Diberikan
€ > 0 sebarang dan N = m + 1 € N. Berdasarkan Lemma@terdapat bola terbuka Oy € 74,
sehingga B € Oy, dan jika k < N berakibat ||(A — B)(eg)|| < g Dengan demikian, untuk setiap
B € Oy € 14, dengan k < N berlaku ||(A — B)(z;)|| <, diperoleh |[(A — B)(x;)|| < n||x:].

g€

Selanjutnya, dipilihn = diperoleh Oy, sehingga B € O, yang berakibat ||(A — B)(z;)|| < e.

|

Karena berlaku untuk £ < N = m+1, diperoleh ||(A—B)(z;)|| < &, untuk setiapk = 1,2,--- ,m
m

sehingga O = () Op. Akibatnya, O = O,,(A, T, ) merupakan anggota basis untuk topologi
k=1

kuat 75. Diperoleh

Tds C 5. (5)

Sebaliknya, akan ditunjukkan 74, O 75. Jika A € C;(#), dipilih N sehingga

> 27 Afe) — Bled)| < 5.
i=N

Diambil sebarang B € Oy (A,é, %) Hal ini berarti, jika i < N maka ||A(e;) — B(e:)|| < %
Jadi,
9] A N-1 A [e%S) .
D 27 A(e) = Ble)ll = 27| Ae) = Blea)| + Y 27| Ae:) — Bles)|
i=1 i=1 i=N
e ¢
N—+-=c¢
< ON + 5 €
Dengan demikian, ds(A, B) < ¢ sehingga B € O(A, ¢). Akibatnya, diperoleh
7s C T4, (6)
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Berdasarkan (5) dan (6), diperoleh 7, = 74, . [ |

Karena ruang topologis C;(#) dengan metrik ds merupakan ruang metrik lengkap yang
separabel dengan ds membangkitkan topologi pada C;(#), maka diperoleh koleksi semua operator
kontraksi Cy(#) merupakan ruang topologis yang termetrik lengkap completely metrizable pada

topologi operator kuat.

3.2. Topologi lemah pada C;(H)

Definisi konvergen lemah disampaikan pada Definisi sebagai berikut.

Definisi 3.6 Diberikan X. Barisan {x,} C X dikatakan konvergen lemah ke x, ditulis x,, w
atau v = w- lim x,, jika {f(z,)} konvergen di C ke f(x) untuk setiap f € X*. Yaitu untuk
n— o0

setiap f € X*, berlaku || f(xy,) — f(z)|| — 0, untukn — co.

Definisi 3.7 Diberikan X, Y ruang bernorma, dan fungsi T,,, T merupakan fungsi yang memetakan
X ke ). Barisan {T,,} dikatakan konvergen lemah ke T, ditulis T, w T atauT = w- nh_{rgo T,
Jika {T,(x)} konvergen lemah di Y untuk setiap v € X. Equivalen dengan mengatakan bahwa
Jika { f(T,,(z))} konvergen di C ke f(T(x)) untuk setiap f € V* dan setiap x € X. Yaitu untuk

setiap x € X, untuk setiap f € Y* berlaku || f(T(z)) — f(T(z))|| = 0, untukn — oo.

Berdasarkan Teorema Representasi Riesz-Frechet, dalam hal  merupakan ruang Hilbert

dapat diperoleh teorema berikut ini

Teorema 3.8 Diberikan H merupakan ruang Hilbert, barisan {x,} konvergen lemah ke x jika

dan hanya jika barisan {{x,,,y)} konvergen ke (x,y) untuk setiap y € H.

lebih lanjut, konvergen lemah pada pemetaan linear kontinu di ruang Hilbert diperoleh dari

teorema berikut ini

Teorema 3.9 Diberikan X ruang bernorma dan H merupakan ruang Hilbert, T,,, T merupakan
pemetaan linear kontinu L.(X,H). Barisan {T,,} konvergen lemah ke T jika dan hanya jika

barisan {{T,,(x),y)} konvergen ke (T (x),y) untuk setiap pasang x € H y € H.

Selanjutnya, Teorema berikut ini menunjukkan bahwa koleksi operator kontraksi Ci(H)

merupakan ruang topologis
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Lemma 3.10 Untuk setiap A, B € L.(H) dibentuk

du(A,B) = > 27 |(Alei), e5) — (Bles) ), @

4,7EN
dengan {e;}, {e;} basis ortonormal H. Metrik d,, merupakan metrik pada C;(H) dan d,, mem-
bangkitkan suatu topologi pada C,(H) yang dinotasikan dengan 7g4,. Lebih lanjut (Ci(H), d.)

merupakan ruang metrik lengkap yang separabel.

Bukti. Diambil sebarang A;, By, Ao, By € L.(H) sehingga A; = As dan B; = Bs. Hal ini
berarti untuk setiap = € H berlaku A;(z) = As(z) dan B;(x) = Ba(x). Diperhatikan bahwa

du(A1B) = 3 277 | (A(e).ej) — (Bilei).ey) |

i,jEN
_ Z:NQJH (As(es), e;) — (Ba(er), e;) H — dy(As, By).

Jadi, d,, fungsi. Untuk setiap A, B € C;(H) memenuhi beberapa sifat berikut.

LB = 3 27| (), e) — (Blede) |20

i=1,j=1
dan
du(A,B) =0 > 27| (Ae).¢)) — (Blen)ey) | =0
i=1,j=1

& Vi, j € N,277 |[{A(es), e5) — (Blei), e5)|| = 0
< [[(A(ei), €5) — (Blei),ej)|| =0

< (A(ei), e5) = (Blei) ;)

< A(e;) = B(e;) & A= B.

o

«
Il
-

(%
Il
-

- ,_fj_l?‘l‘ﬂ (A(ei).e) — (Blea).es) |
£y g | (Be.es) — Cten.ey |

Diperoleh d,, metrik pada C;(#). Lebih lanjut, dibentuk

B(A,r) ={B € C(H) : dw(A,B) <r}.
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Akan ditunjukkan koleksi {B(A,r) : A € C;(H),r > 0} merupakan basis untuk topologi 74, pada C;(H).

(1). Untuk setiap A € Cy(H) terdapat B(A,r) € {B(A,r) : A€ Ci(H),r > 0} sehingga A € B(A,r).

(2). Jika C € B(A,r1) N B(B,ry) dengan B(A,r1),B(B,re) € {B(A,r) : A€ C:(H),r > 0}, maka
terdapat 5 = § min{ry — ds(4,C),r2 — ds(B, C)} sehingga C € B(C,r3) € B(A,r1) N B(B,r2).

Diperoleh koleksi {B(A,r) : A € Ciy(H),r > 0} merupakan basis untuk topologi 74, pada C:(H).

Akibatnya, metrik d,, membangkitkan suatu topologi pada C;(H ), dinotasikan dengan 74, .

Diperhatikan bahwa # ruang Hilbert separabel berdimensi tak hingga dengan {e;} C H merupakan

basis ortonormal H. Akan ditunjukkan bahwa himpunan

dne N> Ale;) = Zn: agjej, n €N,
F=<(Ae Ct(H> : j=1
Qj = <A(€i),6]’> eC»> Re(aij),Im(aij) S Q

dengan metrik lemah merupakan himpunan bagian yang rapat dan terhitung di C;(#). Diambil sebarang

A € C¢(H). Hal ini berarti, A(e;) = ) (A(e;), €j)e;, untuk setiap i € N. Dengan demikian diperoleh,
j=1

Aler) =) (Alei), e5)e;

Jj=1

Didefinisikan A4,, : H — 7 sedemikian hingga A, (z) = > (A(z), e;)e;, untuk setiap n € N dengan
j=1

T = x, e;)e;. Diberikan x, y € ‘H dengan x = vy, diperoleh
> aeie; Y g y. dip
i=1

n n
=D (A@).e)e; =D (Ay)iejle; = Anly)-
j=1 j=1
Jadi A,, fungsi. Untuk setiap n € N dan x € H, berlaku

2 2

[ An (@) = || An <Z<w7ei)ei> = Z<m,eZ>A ()
00 n 2 k n 2
=D (e Y (Aleenes|| =D (@ e (Ale), e5)e;
i=1 j=1 i=1 j=1
k n
=D Il e (Ale), e5)es 1> < ]

i=1 j=1

Diperoleh A,, kontraksi. Lebih lanjut, dengan «;; = (A(e;), e;), bilangan kompleks yang bagian real dan
imajinernya rasional diperoleh A,, € F. Karena ds(A, A,,) < &, maka untuk setiap i € N, dane > 0
terdapat ng € N sehingga untuk setiap n > ng berlaku ||Ax(e;) — A(e;)|| < €. Akibatnya, untuk setiap
j € Nberlaku [[(A(e;), e5) — (An(e), ej)[| < [[(Ale:) — Anles), e5) ]| < [|A(ei) — An(es)]| < e Jadi,
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untuk setiap A € C;(H) terdapat A,, € F sehingga A,, — A untuk n — oo. Akibatnya F merupakan
himpunan bagian terhitung yang rapat dari C;() sehingga C;(H) dengan metrik d,, merupakan ruang
metrik separabel. Selanjutnya, akan dibuktikan lengkap. Diambil sebarang barisan Cauchy { Ay} C C;(H).
Diambil sebarang N € N dan & > 0, karena { A; } barisan Cauchy maka terdapat ny € N sehingga untuk
setiap k,l > ng berlaku

dw(Ag, Ap) < N
Dengan demikian Y 27777 ||(Ax(e;), e5) — (Ai(es), ;)| < 2%,

i,5=1

sehingga untuk suatu j € N berlaku

[(Ak(en),ej) — (Ailen), e;) | SS?N’( > 2‘“”|<Ak(60,6j>—-@4ﬂeﬂ7eﬁﬂ>

ij=1
< 2N 2% =€

Jadi, untuk suatu j € N, berlaku {A(e;)} barisan Cauchy di #, oleh karena itu untuk setiap ¢ € N,

{Ak(e;)} barisan Cauchy di H. Karena H lengkap, diperoleh {A(e;)} konvergen ke suatu y; € H,

untuk setiap ¢ € N. Karena untuk setiap ,j € N dan untuk & — oo berlaku Ag(e;) — y;, diperoleh

> ai;Ak(e;) = > ay;y;. Akibatnya, dapat didefinisikan fungsi A : H — H sehingga

i,j=1 i,7=1

dengan x = Z aje;. Operator A kontraksi sebab untuk setiap « € H berlaku

ij=1
2 2
o0 o0
JA@))? = || lm Y agAi(e;)| = lim || Y aijAile;)
l—o0 4 l—o0 || =
i,j=1 i,j=1
o0 oo
< lim Y o P Al = Y Jogl? lim [[Ay(es)])?
=00 “ “ l—o0
3,7=1 4,j=1
(oo} oo
< Z ‘aij|2lhm llesl|® = Z | |? = [l
1,j=1 1,j=1

Selanjutnya, untuk setiap ¢, j € N berlaku

l(AGen), ) — (An(ei). )] < 1 Ae:) — Ax(en)| = ] Tim Ay(eq) = Ay(eq)|| = lim || 4i(e;) — Axer)]] <

Akibatnya, d, (A, A) = Y75, 277 |[(A(es), e5) — (Ax(ei),e5)l| < D075-, 27" /e = e. Diperoleh

ij=1

{A}} konvergen ke A € C,(H). Jadi (C;(H), d.,) merupakan ruang metrik separabel lengkap.
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Lemma 3.11 Koleksi dari semua himpunan
On(Aaf7y7€) = {B € Ct(H) : ||<A(xl)7y]> - <B(xl)7y]>” <e, 4,7=1L12-- 7n}

dengan A € C{(H), T ={x1,22, - ,2n}, T ={y1,92, - ,yn} C H, dan ¢ > 0 merupakan
basis untuk topologi lemah pada Ci(H).

Bukti. Himpunan O,,(A, Z, ¥, ) merupakan anggota basis topologi pada C;(#), sebab

1. Untuk setiap A € C(H), ¢ > 0dan z,y € H, ||[(A(x),y) — (A(z),y)| =0 < . Jadi
terdapat {z;};" 1, {y;}}_;, dan & > 0 sehingga A € O,,(A,T,g) C Cx(H).

2. Jika himpunan B € O, (A1,7,7,e) N O, (A2,u,v,6), dengan himpunan O, (A1,7,7,¢€)
dan Oy, (A2,7,7,0) € {On(A,7,7,¢) : A€ C(H), T ={xi}i21,7 = {yj}j=1,€ > 0},
maka untuk setiap 4,j = 1,2,--- ,n berlaku |[(A1(z;),y;), —(B(xi),y;)|| < € dan untuk
setiap k,1 = 1,2,--- ,m berlaku [[(Aa(ug), vi) — (B(ug),v)| < 6. Dapat dipilih {z,};_,
yang termuat di {z;}7_; N {ug}jl,, dan {we}i_; € {y;}]_; N {w}Z,, dengan s < n
dan s < m. Dengan demikian, 2, € {z;};_; dan 2, € {ux}j,, wy € {y;}j—; dan
wy € {v};",, untuk setiap p,q = 1,2,--- ,s. Selanjutnya, dapat dipilih dp > 0 dengan
S0 = minfe — [{A1 (), wg) — (Bzp), wq) 1.6 — | (Aa(zp), wg) — (B(z),w,) | }. Diper-
oleh O4(B,z,w,d00) € {On(A,T,Y,¢) : A€ C(H), T ={zi}i1,¥ = {y;}j=1,€ > 0}
Diperhatikan, jika C € O4(B,Z,w, ép), hal ini berarti ||(B(z,), wq) — (C(2p), wg)| < do
dengan p,q =1,2,---,s. Karena untuk setiap p,q =1,2,---,s berlaku z, € {z;}}",
zp € {uptply danwy € {y;}7_,. wg € {vi}i2) maka [[(A1(2p), wq) — (B(zp), wq)| <€
dan [[(A2(zp), wq) — (B(zp), we)|| < 0.

Dengan demikian, diperoleh
[{A1(2p), wg) — (C(2p), w) |
< [[{A1(2p), wq) — (B(2p), wg)|| + [I{B(2p), wq) — (C(2p), wq)|l

< [[{A1(2p)s wq) — (B(zp), we) || + (€ — [[{A1(2p), wg) — (B(zp), wg)||) = €,
dan

[{A2(2p), wq) — (C(zp), wy)|l

< [[{A2(2p), wq) — (B(zp), we) || + [I{B(2p), wq) — (C(2p), wy) |

< [[{A2(2p), wg) — (B(zp), wg) || + (6 — [[(A2(zp), wg) — (B(2p), wg)|) = 0.
Sehingga C' € O4(A1,Z,w,¢e) dan C € O4(Az,Z,w,0). Akibatnya diperoleh C' anggota

—_~ o~

On(A1,7,7,¢) N Op(A2,w,v,0). Jadi, terdapat B anggota O(B, zZ,w, dp) yang termuat
di 0,,(41,7,7,¢) N O (A2,4,7,9).
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Katakan 7o menyatakan topologi yang dibangun oleh O,,(A, T, 7, ) dan 7, menyatakan
topologi lemah. Akan ditunjukkan bahwa 7,, = 7. Diambil sebarang himpunan terbuka O € 7.
Dengan demikian, terdapat koleksi himpunan O, (A, Z,v,¢) sehingga O = |JO,(A,Z,7,¢).
Untuk setiap B € O terdapat m € N dengan sifat B € O0,,(A, 7,7, ¢). Hal ini be:arti, untuk setiap
i,j=1,2,---,m, berlaku ||(A(z;),y;) — (B(x;),y;)|| < €. Akibatnya diperoleh (B(x;),y;)
anggota B((A(x;),y;), ). Oleh karena itu, jika U;; = B((A(z;),y;), €), maka untuk setiap indeks
i,j =1,2,---,m diperoleh (B(z;),y;) € U;;. Akibatnya, B anggota B,,(A(x),U) sehingga
B e |B,(A(x),U). Jadi,

n

70 C Tw- ®)

Sebaliknya, diambil sebarang himpunan terbuka O € 7,,. Hal ini berarti, terdapat koleksi himpu-
nan B,,(A(x), U) sehingga O = |J B,,(A(z), U). Untuk setiap B € O berlaku B € |J B,,(A(x),U)
sehingga terdapat m € N dengaril sifat B € B,,(A(z),U). Hal ini berarti, (B(x?),yﬂ € Uy
dengani,j = 1,2,--- ,m. Karena Uj; terbuka, terdapat ¢ > 0 sehingga B((B(x;),y;), ) C Ui;.
Jika didefinisikan A : H — H sehingga

Alx) = ?(x), untuk = € {z1, 22, ,Tm};

0, untuk © & {1, 22, - , T}

Jelas A € C,(#H) dan ||(A(x;),y;j) — (B(z:),y;)|| < edengani,j =1,2,---,m. maka diperoleh
(B(x:),y5) € B({A(z4),yj),€), sehingga B € O,,(A, T, 7, ¢). Lebih lanjut, B € UOn(A,E, Y, €).
Jadi !

Tw € TO. €))

Berdasarkan (8) dan (9) diperoleh 7,, = 7o. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa topologi
yang dibangun oleh basis O,,(A, T, 7, €) merupakan topologi lemah. |

Lemma 3.12 Diketahui A € Cy(H). Jika diberikan N € N dan ¢ > 0 sebarang, terdapat bola
terbuka O € 14, sehingga B € O dan jika i+ j < N berakibat ||(A(e;), ej) — (B(ei), e;)] < e.

Bukti. Diberikan ¢ > 0 dan N € N. Jika ) sebarang bilangan real positif, maka d,,(A, B) < n ber-

N o)
akibat ) 27 7|[(A(ed), ¢5) — (Blea),e)ll < D 27 7[(Aes), e5) — (Blea) el <,
i,j=1 i,j=1
N . .
sehingga diperoleh >~ 2N777|(A(e;), ej) — (Bl(e;),e;)|| < 2Nn. Jika i + j < N, berlaku
ij=1
N — ¢ — j > 0. Akibatnya, jika dipilih n = 2%, diperoleh
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N
[(A(ei),e5) — (Blei),ep)ll < > 27| A(es), e5) — (Bles), e5)|| < 2Vmp = .
i,j=1

N
Dibentuk B(A,N,n) = {B € C,(H) : Z 2777||(A(e;), e5) — (B(ei), e;)|| < n}. Diperoleh

ij=1

B(A,N,n) € {B(A,r) : A€ C(H),r > 0} dan jika terdapat bola terbuka O = |J B(A4,N,n),
NeN

maka O € 7,4,. Karena B € B(A,N,n), untuk suatu N, diperoleh B € O dan jikai+j < N

berakibat || (A(e;), ej) — (B(ei), e5)] < e. |

Teorema 3.13 Metrik d., pada persamaan @) membangkitkan topologi lemah pada Cy(H).

Bukti. Diberikan A € C,(H), telah dibuktikan bahwa O(A,e) = {B € Cx(H) : dy(A, B) < &}
adalah anggota basis untuk topologi 74,. Berdasarkan Lemma [3.1T] diketahui bahwa himpunan
On(A,7,7,e) = {B € C(H) : |[{A(zi),y;) — (B(zi),y;)ll < &,4,5 =1,2,---,n}, untuk
setiap € > 0 dan {z;}{_; {y;}}_; sebarang vektor berhingga adalah anggota basis untuk 7.
Akan ditunjukkan 74, C 7. Diberikan A € C;(#). Diambil sebarang O € 7,4,. Untuk

setiap B € O berlaku B € |J O(A,r), yang artinya terdapat n > 0 sehingga B € O(A,n).
r>0

Diberikan sebarang vektor berhingga {z;};"; {y;}}j.,. Dibentuk 2; = sz Ui = Hyz , Untuk
Ty Yi
i,7 € {1,2,---,m}. Dengan n > 0 di atas, karena {e; : i € N} basis ortonormal, diper-

oleh {e; : i € N} rapat di H. Oleh karena itu, terdapat e; dan e; sehingga ||ex — 2;|| < g dan
ller — s < g Selanjutnya, untuk setiap B € C;(H) berlaku
I{(A = B)(£:), y;) — (A = B)(ex), el = [I{(A— B)(£i — ex),5; — el
<[4 = B(2i —ex)|llly; — el
< |4 = Blll|l£; — exly; — el
< (IAl+ [1BIDNI#: — exlly; — edll

< 2||Z; — exlly; — el = 3-
Diperoleh

(A = B)(ex), el = [{(A = B)(&i), yp)lll < [[{(A = B)(&:),y;) = (A= B)(ex), &)l < 3.
Diberikan € > 0 sebarang dan N = m + 1 € N. Berdasarkan Lemma [3.12] terdapat bola terbuka
Ok, € Tq, sehingga B € Oy dan jika k 4+ | < N berakibat ||((A — B)(eg), e;)|| < g Dengan
demikian, untuk setiap B € Oy € 74, dengan k + [ < N berlaku [[((A — B)(Z;), y;)| <n,

diperoleh [[((A — B)(z;), y;)|| < nllzi||||ly;]|- Selanjutnya, dipilih n = diperoleh Oy ;

_c
[EANAI
sehingga B € Oy, yang berakibat ||((A — B)(z;),y;)| < e. Karena untuk ¥ < N =m + 1,

m
berlaku ||((A — B)(x;),y;)|| < €, untuk setiap k,I = 1,2,--- ,m sehingga O = [\ Oy,.
k=1
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Akibatnya, O = O,,(A,Z, 7, ) merupakan anggota basis untuk topologi lemah 7,,. Diperoleh

Tdw C Tw- (10)

Sebaliknya, akan ditunjukkan 74, 2 7. Jika A € C;(#), dipilih N sehingga

3" 27 (Aled), e5) — (Ble)sej) | < =

< 2
i,j=N

Diambil sebarang B € Oy (A,E, i), dengan ey = {ey,e2, - ,eN}.

2N
Hal ini berarti, jika ¢ + j < N berakibat ||(A(e;), ;) — (B(es), €)] < % Jadi,
00 N-1
D 27 (A e eg) — (Blea)ep)ll = D 27 [ Aler) e5) — (Bles), e5)
i,j=1 ,j=1
+ ) 27 Aer) ) — (Bles), )
i,j=N

e e
< NT 4+ —=c.
Dengan demikian, d,,(A, B) < ¢ sehingga B € O(A, ¢). Akibatnya, diperoleh

Tw C Td,,- (11)

Berdasarkan (I0) dan (TT)), diperoleh 7, = 7g,,. |

4. KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan pada bab sebelumnya, berikut ini diberikan
beberapa kesimpulan tentang topologi operator kuat dan topologi operator lemah pada koleksi

semua operator kontraksi di ruang Hilbert.

1. Metrik ds adalah metrik yang membangun suatu topologi pada koleksi operator kontraksi

Co(H).

2. Koleksi dari semua himpunan O,,( A, Z, €) merupakan basis yang membangun topologi kuat

pada koleksi operator kontraksi Cy(H).

3. Teorema enunjukkan bahwa koleksi operator kontraksi C;(?) merupakan ruang ope-
rator topologis kuat yang separabel termetrik lengkap yaitu menunjukkan bahwa terdapat

metrik separabel lengkap yang membangun topologi kuat.
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4. Metrik d,, adalah metrik yang membangun suatu topologi pada koleksi operator kontraksi

Co(H).

5. Koleksi dari semua himpunan O,,(A, T, 7, ) merupakan basis yang membangun topologi

lemah pada koleksi operator kontraksi C;(H).

6. Teorema enunjukkan bahwa koleksi operator kontraksi C;(?) merupakan ruang ope-
rator topologis lemah yang separabel termetrik lengkap yaitu terdapat metrik separabel

lengkap yang membangun topologi lemah.
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