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Abstrak. Bilangan keterhubungan pelangi dari suatu graf 𝐺, disimbolkan 𝑟𝑐(𝐺), adalah banyaknya warna 

minimal yang diperlukan untuk mewarnai busur-busur di 𝐺 sedemikian rupa sehingga setiap pasang simpul 

dapat dihubungkan oleh suatu lintasan yang warnanya berbeda semua. Bilangan keterhubungan pelangi 

kuat dari suatu graf 𝐺, disimbolkan 𝑠𝑟𝑐(𝐺), adalah banyaknya warna minimal yang diperlukan untuk 

mewarnai busur-busur di 𝐺 sedemikian rupa sehingga setiap pasang simpul dapat dihubungkan oleh suatu 

lintasan geodesik (lintasan terpendek) yang warnanya berbeda semua. Operasi korona graf 𝐺 terhadap 𝐻, 

dinotasikan 𝐺 ⊙  𝐻 menghasilkan graf baru dengan konstruksi mengambil 1 salinan graf 𝐺 dengan 𝑛 

simpul dan 𝑛 salinan 𝐻1, 𝐻2, . . . , 𝐻𝑛 dari 𝐻, lalu menghubungkan simpul dari 𝐺 ke setiap simpul di 𝐻𝑖. Tesis 

ini meliputi hasil kajian tentang 𝑟𝑐 dan 𝑠𝑟𝑐 pada beberapa kelas graf korona yang terkait dengan  𝑃𝑚, 𝐹𝑚 

dan 𝑊𝑚. 

Kata kunci : Korona, keterhubungan pelangi, keterhubungan pelangi kuat, 𝑃𝑚, 𝐹𝑚, 𝑊𝑚 

 

1. Pendahuluan 
 

Misalkan graf 𝐺 adalah graf terhubung tak trivial dan 𝑘 adalah sebuah bilangan bulat 

positif, didefinisikan pewarnaan busur ∶  𝐸(𝐺)  →  {1,2, … , 𝑘}, 𝑘 ∈ ℕ , sehingga setiap 

dua busur yang bertetangga boleh memiliki warna yang sama. Lintasan dari sebarang dua 

simpul di 𝐺 adalah jalan dari sebarang dua simpul di 𝐺 dimana tidak terjadi pengulangan 

simpul maupun busur. Suatu lintasan (path) dikatakan lintasan pelangi jika tidak ada dua 

busurnya yang memiliki warna sama. Graf 𝐺 dikatakan terhubung pelangi jika setiap dua 

simpul yang berbeda di 𝐺 dihubungkan oleh lintasan pelangi. Dalam hal ini, pewarnaan 

terhadap graf 𝐺 tersebut disebut pewarnaan pelangi. Jika ada sebanyak 𝑘 warna yang 

digunakan, maka pewarnaannya disebut pewarnaan-𝑘 pelangi. Bilangan 𝑘 disebut 

bilangan keterhubungan pelangi dari graf terhubung 𝐺, dilambangkan dengan 𝑟𝑐(𝐺) yang 

didefinisikan sebagai banyaknya warna minimum yang diperlukan untuk mewarnai busur 

graf 𝐺 sehingga graf tersebut bersifat terhubung pelangi.  

Misalkan 𝑐 adalah pewarnaan pelangi dari graf terhubung 𝐺. Untuk setiap dua simpul 

𝑢 dan 𝑣 di 𝐺, suatu 𝑢 − 𝑣 geodesik pelangi di 𝐺 adalah lintasan pelangi 𝑢 − 𝑣 yang 

panjangnya 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣), dimana 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) adalah jarak antara 𝑢 dan 𝑣. Graf 𝐺 disebut 

terhubung 
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pelangi kuat jika memuat suatu 𝑢 − 𝑣 geodesik pelangi untuk setiap dua simpul 𝑢 − 𝑣 

pada 𝐺. Dalam hal ini, pewarnaan 𝑐 dinamakan pewarnaan pelangi kuat di 𝐺. Bilangan 

keterhubungan pelangi kuat dari graf terhubung 𝐺, dilambangkan dengan 𝑠𝑟𝑐(𝐺), 

didefinisikan sebagai banyaknya warna minimum yang diperlukan untuk membuat 𝐺 

menjadi 

terhubung pelangi kuat (Chartrand, Johns, McKeon, & Zhang, 2008).  

Topik tentang bilangan keterhubungan pelangi dari suatu graf sangat menarik untuk 

dikaji seperti yang dikemukakan oleh Li and Sun (2012), begitu juga dengan bilangan  

keterhubungan pelangi kuat dari suatu graf. Dari hasil penelusuran literatur, banyak 

penelitian yang dilakukan tentang topik tersebut. Chartrand, Johns, McKeon and Zhang 

(2008) menentukan beberapa bilangan keterhubungan pelangi dan bilangan 

keterhubungan pelangi kuat dari beberapa kelas graf khusus seperti graf lintasan (𝑃𝑚), 

graf pohon 

(𝑇𝑚), graf lengkap (𝐾𝑚), graf roda (𝑊𝑚), graf bipartit lengkap (𝐾𝑚,𝑛), dan graf multipartit 

lengkap (𝐾𝑚,𝑚,𝑚). Selanjutnya, Estetikasari and Syafrizal (2013) menentukan bilangan 

keterhubungan pelangi dan bilangan keterhubungan pelangi kuat dari graf kipas 

𝐹𝑚 dan graf matahari 𝑆𝑚. Lebih lanjut, Estetikasari and Syafrizal (2013) menentukan 

nilai-nilai eksak keterhubungan pelangi untuk beberapa graf korona, seperti 𝐾1  ⊙  𝐾𝑚, 

𝐾1  ⊙  𝑃𝑚, 𝐾𝑚  ⊙  𝐾1, 𝑇𝑚  ⊙  𝐾1 dan 𝑊𝑚  ⊙  𝐾1. Pada penelitian ini dibahas tentang 

bilangan keterhubungan pelangi dan keterhubungan pelangi kuat pada kelas graf korona 

yang terkait dengan graf lintasan (𝑃𝑚) , graf kipas (𝐹𝑚) dan graf roda (𝑊𝑚).  

 

 

2. Hasil-Hasil Penelitian Terdahulu 

 

Proposisi 1. (Chartrand, Johns, McKeon, & Zhang, 2008) Misalkan 𝐺 adalah graf 

terhubung tak-trivial dengan ukuran m, maka: 

1. 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺)  ≤  𝑟𝑐(𝐺)  ≤  𝑠𝑟𝑐(𝐺)  ≤  𝑚. 

2. 𝐺 adalah graf lengkap jika dan hanya jika 𝑟𝑐(𝐺)  =  1. 

3. 𝑟𝑐(𝐺)  =  2 jika dan hanya jika 𝑠𝑟𝑐(𝐺)  =  2. 

4. 𝑟𝑐(𝐺)  =  𝑠𝑟𝑐(𝐺)  =  𝑚 jika dan hanya jika 𝐺 suatu graf pohon.  
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Proposisi 2. (Chartrand, Johns, McKeon, & Zhang, 2008) Misalkan 𝐶𝑛 adalah graf 

lingkaran dengan banyak titik 𝑛 dimana 𝑛 ≥  4 maka 𝑟𝑐(𝐶𝑛)  =  𝑠𝑟𝑐(𝐶𝑛)  =  ⌈
𝑛

2
⌉.   

Lemma 1. (Maulani, Pradini, Setyorini, & Sugeng, 2017) Lintasan terdekat dari dua 

simpul sembarang (𝑣𝑎, 𝑣𝑏|𝑎, 𝑏 =  1,2, … , 𝑛) di𝑃𝑛 pada (𝐹𝑛) dengan 𝑣𝑝 sebagai simpul 

pusat adalah 𝑣𝑎  − 𝑣𝑝  − 𝑣𝑏.  

Proposisi 3. (Syafrizal, Medika, & Yulianti, 2013) Untuk 𝑛 ≥  2, bilangan 

keterhubungan pelangi graf kipas (𝐹𝑛), 

 

r𝑐(𝐹𝑛)  = {
1;  𝑛 =  2;

2;  3 ≤  𝑛 ≤  6;
3;  𝑛 ≥  7.

 

 

Lemma 2. (Maulani, Pradini, Setyorini, & Sugeng, 2017) Dalam pewarnaan jari-jari 

kipas (𝐹𝑛), satu warna hanya bisa dipakai maksimal untuk tiga busur 

𝑣𝑝𝑣𝑖 , 𝑣𝑝𝑣(𝑖+1), 𝑣𝑝𝑣(𝑖+2) yang berurutan dengan 𝑣𝑖𝑣(𝑖+1) dan 𝑣𝑖𝑣(𝑖+2) memiliki warna 

yang berbeda. 

Proposisi 4. (Chartrand, Johns, McKeon, & Zhang, 2008) Untuk 𝑛 ≥  3, bilangan 

keterhubungan pelangi dari graf roda 𝑊𝑛 adalah 

 

𝑟𝑐(𝑊𝑛) = {
1;  𝑛 =  3;

2;  4 ≤  𝑛 ≤  6;
3;  𝑛 ≥  7.

 

 

Proposisi 5. (Syafrizal, Medika, & Yulianti, 2013) Untuk bilangan bulat 𝑛 ≥  2, bilangan 

keterhubungan pelangi kuat dari graf kipas 𝐹𝑛 adalah 

𝑠𝑟𝑐(𝐹𝑛)  = {

1;  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 =  2;
2;  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 3 ≤  𝑛 ≤  6;

⌈
𝑛

3
⌉ ;  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≥ 7.

 

Proposisi 6. (Chartrand, Johns, McKeon, & Zhang, 2008) Untuk bilangan bulat 𝑛 ≥ 

3, bilangan keterhubungan pelangi kuat dari graf roda 𝑊𝑛 adalah 

𝑠𝑟𝑐(𝑊𝑛) =  ⌈
𝑛

3
⌉ 
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3. Hasil Penelitian 

Berikut ini diberikan hasil penelitian dan pembahasan tentang bilangan 

keterhubungan pelangi dan keterhubungan pelangi kuat dari graf korona  𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛, 

𝐹𝑚  ⊙  𝑃𝑛  dan 𝑊𝑚  ⊙  𝑃𝑛.  

Teorema 3.1. Bilangan Keterhubungan Pelangi Graf Korona 𝑃𝑚 ⊙ 𝑃𝑛. 

𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛)  =  (𝑛 − 1) +  3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

Bukti. Perhatikan dua kasus berikut. 

Kasus 1. Untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2.  

Akan ditunjukkan bahwa 𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛)  ≥  (𝑛 − 1) +  3 untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

Diketahui bahwa graf 𝑃𝑚 adalah graf terhubung sehingga graf 𝑃𝑚 mempunyai bilangan 

keterhubungan pelangi. Berdasarkan definisi graf korona 𝑃𝑚  ⊙  𝑃𝑛 terdapat lingkaran 𝑃𝑚 

dan 𝑚 − salinan graf 𝑃𝑛, sebut 𝑃𝑖
∗; 𝑖 =  1, … , 𝑚 dengan 𝑚 ≥  2. Simpul-simpul di 𝑃𝑖

∗ 

dinotasikan dengan 𝑣𝑖1, 𝑣𝑖2, … , 𝑣𝑖𝑛 untuk 𝑖 =  1, … , 𝑚. Setiap simpul 𝑣𝑖𝑗 , 𝑗 =  1, … , 𝑛 di 

𝑉(𝑃1
∗) bertetangga dengan simpul 𝑣1 di 𝑉(𝑃𝑚). Karena 𝑃1

∗ graf terhubung maka terdapat 

simpul 𝑣𝑖𝑛 di 𝑉(𝑃1
∗) sedemikian sehingga terdapat lintasan 𝑣1𝑗, 𝑣1𝑛 di 𝑃1

∗. 

Jelas bahwa, 𝑣1𝑛  ∈  𝑉(𝑃1
∗) bertetangga dengan 𝑣1  ∈  𝑉(𝑃𝑚). Menurut Proposisi 1, 𝑃𝑚 

adalah graf terhubung pelangi sehingga untuk setiap 2 simpul di 𝑃𝑚 , terdapat lintasan 

pelangi di 𝑃𝑚 . Tanpa mengurangi perumuman, misalkan 𝑣𝑖 , 𝑣𝑚  ∈  𝑉(𝑃𝑚) dimana 

𝑣𝑖 bertetangga dengan simpul-simpul di 𝑃𝑖
∗ dan 𝑣𝑚 bertetangga dengan simpul-simpul di 

𝑃𝑚
∗ . 

Untuk lebih jelasnya, dapat dilihat pada Gambar 1.  

Menurut Proposisi 1, diperoleh 𝑟𝑐(𝑃𝑚)  =  (𝑛 − 1) untuk 𝑚 ≥  2. Misalkan 

busur penghubung 𝑣𝑖  ∈  𝑉(𝑃𝑚) dengan 𝑣𝑖𝑗 , 𝑗 =  1, … , 𝑛 menggunakan dua warna, yaitu 

warna 2 (merah) dan 3 (biru). Untuk lebih jelasnya, dapat dilihat pada Gambar 1. 

Berdasarkan 

lintasan 𝑣1𝑗  − 𝑣𝑚𝑛 dengan 𝑣1𝑗  ∈  𝑉(𝑃1
∗

) dan 𝑣𝑚𝑛  ∈  𝑉(𝑃𝑚
∗ ), terdapat dua kemungkinan: 

(a) jika warna 𝑣𝑚𝑣𝑚𝑛 adalah 3 maka lintasan 𝑣1𝑗  − 𝑣𝑚𝑛 ∶=

 𝑣1𝑗, 𝑣1, … , 𝑣𝑖 , … , 𝑣𝑚, 𝑣𝑚𝑛 merupakan lintasan pelangi. Hal ini menyatakan 

bahwa, panjang lintasan 𝑣1𝑗  − 𝑣𝑚𝑛 adalah 𝑟𝑐(𝑃𝑚) + 2 =  (𝑛 − 1) +  2. 
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(b) jika warna 𝑣𝑚𝑣𝑚𝑛 adalah 2 maka lintasan 𝑣1𝑗  − 𝑣𝑚𝑛 ∶=

 𝑣1𝑗, 𝑣1, … , 𝑣𝑖 , … , 𝑣𝑚(𝑛−1), 𝑣𝑚𝑛 memiliki panjang lintasan 𝑣1𝑗  − 𝑣𝑚𝑛 adalah 

𝑟𝑐(𝑃𝑚) +  3 =  (𝑛 − 1) +  3. 

Karena untuk setiap lintasan di 𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛  terdapat lintasan terhubung pelangi, 

dengan (𝑛 − 1) +  3 warna, maka 𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛)  ≥  𝑟𝑐(𝑃𝑚) +  3. 

Kasus 2. Untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛)  ≤  (𝑛 − 1) +  3 untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

• Berdasarkan Proposisi 1, diperoleh 𝑟𝑐(𝑃𝑚)  =  (𝑛 − 1). 

•Berdasarkan Proposisi 3, diperoleh r𝑐(𝐹𝑛)  = {
1;  𝑛 =  2;

2;  3 ≤  𝑛 ≤  6;
3;  𝑛 ≥  7.

 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛)  ≤  (𝑛 − 1) +  3, untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

Perhatikan Gambar 1. 

Berdasarkan Gambar 1 dapat dilihat:  

𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛 terbentuk dari graf kipas yang masing-masing pusatnya {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑚} 

saling terhubung dengan graf kipas yang lain membentuk sebuah graf lintasan 𝑃𝑚. 

Misalkan 

𝑣𝑎, 𝑣𝑏 ∈ 𝑉(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛), maka terdapat 4 kasus untuk mengetahui 𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛). 

• Kasus 1. 𝑣𝑎  ∈  𝑉(𝑃𝑚), 𝑣𝑏  ∈  𝑉(𝑃𝑚).  

Berdasarkan Proposisi 1, diperoleh 𝑟𝑐(𝑃𝑚)  =  (𝑛 −  1). 

• Kasus 2. 𝑣𝑎  ∈  𝑉(𝑃𝑚), 𝑣𝑏  ∈  𝑉(𝑃𝑖
∗); 𝑖 =  1,2,3, … , 𝑚. 

Berdasarkan Proposisi 3, karena 𝑣𝑎 merupakan simpul pusat 𝑣𝑝, diperoleh 

r𝑐(𝐹𝑛)  = {
1;  𝑛 =  2;

2;  3 ≤  𝑛 ≤  6;
3;  𝑛 ≥  7.

 

• Kasus 3. 𝑣𝑎  ∈  𝑉(𝑃𝑚), 𝑣𝑏  ∈  𝑉(𝑃𝑖
∗), 𝑖 =  1,2,3, … , 𝑚. 

Karena 𝑣𝑎 bukan simpul pusat 𝑣𝑝, terdapat lintasan 𝑣𝑏  − 𝑣𝑝  − ⋯ − 𝑣𝑎, dimana 𝑣𝑎  ∈

 𝑉(𝑃𝑚), sehingga panjang lintasan 𝑣𝑏  − 𝑣𝑎 adalah (𝑛 −  1) +  1. 

• Kasus 4. 𝑣𝑎  ∈  𝑉(𝑃𝑖
∗), 𝑣𝑏  ∈  𝑉(𝑃𝑗

∗), 𝑖 , 𝑗 =  1,2,3, … , 𝑚. 

Berdasarkan definisi graf lintasan, dapat disimpulkan 𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛 terbentuk dari graf kipas 

yang pusatnya {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑚} saling terhubung oleh satu lintasan dan membentuk 
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sebuah lintasan 𝑃𝑚 sehingga graf kipas sebanyak 𝑚 tersebut hanya membutuhkan 

penambahan tiga warna. 

Terbukti bahwa panjang lintasan 𝑣𝑎𝑣𝑏 adalah 𝑟𝑐(𝑃𝑚) +  𝟑 =  (𝑛 −  𝟏) +  𝟑. 

 

 

 

Gambar 1. Graf Korona 𝑷𝒎 ⊙ 𝑷𝒏 

 

 

Berdasarkan (1) dan (2) diperoleh untuk bilangan bulat 𝑚, 𝑛 dengan 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2, 

bilangan keterhubungan pelangi untuk Graf korona 𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛)  =  (𝑛 −  1) +  3.

           

  □ 

Teorema 3.2. Bilangan Keterhubungan Pelangi Graf Korona 𝐹𝑚 ⊙ 𝑃𝑛. 

𝑟𝑐(𝐹𝑚  ⊙ 𝑃𝑛)  =  𝑟𝑐(𝐹𝑚) +  3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

 

Bukti. Perhatikan dua kasus berikut. 

Kasus 1 dan Kasus 2. Untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑟𝑐(𝐹𝑚  ⊙ 𝑃𝑛) =  𝑟𝑐(𝐹𝑚) +  3 untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

Dengan cara yang sama pada pembuktian Teorema 3.1 (𝑃𝑚   ⊙  𝑃𝑛),  dapat ditunjukkan 

bahwa untuk bilangan bulat 𝑚, 𝑛 dengan 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2, bilangan keterhubungan pelangi  

untuk Graf korona 𝑟𝑐(𝐹𝑚  ⊙  𝑃𝑛) =  𝑟𝑐(𝐹𝑚) +  3 = 6. 
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Gambar 2. Graf Korona 𝑭𝒎 ⊙ 𝑷𝒏 

           

 □ 

 

Teorema 3.3. Bilangan Keterhubungan Pelangi Graf Korona 𝑊𝑚 ⊙ 𝑃𝑛. 

𝑟𝑐(𝑊𝑚  ⊙ 𝑃𝑛)  =  𝑟𝑐(𝑊𝑚) +  3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 ≥  3, 𝑛 ≥  2. 

 

Bukti. Perhatikan dua kasus berikut. 

Kasus 1 dan Kasus 2. Untuk 𝑚 ≥  3, 𝑛 ≥  2. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑟𝑐(𝑊𝑚  ⊙ 𝑃𝑛) =  𝑟𝑐(𝑊𝑚) +  3 untuk 𝑚 ≥  3, 𝑛 ≥  2. 

Dengan cara yang sama pada pembuktian Teorema 3.1 (𝑃𝑚   ⊙  𝑃𝑛),  dapat ditunjukkan 

bahwa untuk bilangan bulat 𝑚, 𝑛 dengan 𝑚 ≥  3, 𝑛 ≥  2, bilangan keterhubungan pelangi  

untuk Graf korona 𝑟𝑐(𝑊𝑚  ⊙  𝑃𝑛) =  𝑟𝑐(𝑊𝑚) +  3 = 6.    
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Gambar 3. Graf Korona 𝑊𝑚   ⊙ 𝑃𝑛 

           □ 

Teorema 3.4. Bilangan Keterhubungan Pelangi Kuat Graf Korona 𝑃𝑚 ⊙ 𝑃𝑛. 

𝑠𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙  𝑃𝑛)  =  (𝑚 − 1) + (⌈
𝑛

3
⌉ . (𝑚 + 1)), 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

 

Bukti. Diketahui bahwa graf 𝑃𝑚  adalah graf terhubung sehingga graf 𝑃𝑚  mempunyai 

bilangan keterhubungan pelangi kuat. Berdasarkan definisi graf korona 𝑃𝑚 ⊙ 𝑃𝑛 terdapat 

lintasan 𝑃𝑚 dan 𝑚 − salinan graf 𝑃𝑛, sebut 𝑃𝑖
∗; 𝑖 =  1, … , 𝑚. Akan ditunjukkan bahwa 

untuk setiap 𝑣𝑖𝑃𝑖
∗

 di 𝑃𝑚 ⊙ 𝑃𝑛 memiliki 𝑚 warna berbeda. Asumsikan dengan kontradiksi 

bahwa ada 𝑣𝑖𝑃𝑖
∗

 memiliki warna yang sama. Diketahui 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖)  =  𝑚. Ambil sebarang 2 

simpul, sebut 𝑣𝑖𝑗  dan 𝑣𝑘𝑟  dengan 𝑖 <  𝑚. Kemudian, terdapat lintasan 𝑣𝑖𝑗 − 𝑣𝑖 − ⋯- −𝑣𝑘  

−𝑣𝑘𝑟. Misalkan lintasan 𝑣𝑖𝑗 − 𝑣𝑖 − ⋯- −𝑣𝑘  −𝑣𝑘𝑟 yaitu 𝑣𝑖𝑗 − 𝑣𝑖 = 𝑣𝑘   −𝑣𝑘𝑟, maka 

lintasan (𝑣𝑖𝑗−𝑣𝑘𝑟) ≔ 𝑣𝑖𝑗 − 𝑣𝑖 − ⋯- −𝑣𝑘 − 𝑣𝑘(𝑟−1)−𝑣𝑘𝑟  sedangkan lintasan geodesik 

(𝑣𝑖𝑗−𝑣𝑘𝑟) ≔ 𝑣𝑖𝑗 − 𝑣𝑖 − ⋯- −𝑣𝑘  −𝑣𝑘𝑟. Ini menunjukkan bahwa tidak ada lintasan 

geodesik pelangi 𝑣𝑖𝑗−𝑣𝑘𝑟, sehingga terjadi kontradiksi. Oleh karena itu, untuk setiap 𝑣𝑖𝑃𝑖
∗ 

di 𝑃𝑚 ⊙ 𝑃𝑛 memiliki 𝑚 warna berbeda. 

Kasus 1. Untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑠𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛)  ≥  (𝑛 − 1) +  (⌈
𝑛

3
⌉ . 𝑚) untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

Diketahui bahwa graf 𝑃𝑚 adalah graf terhubung sehingga graf 𝑃𝑚 mempunyai bilangan 
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keterhubungan pelangi kuat. Berdasarkan definisi graf korona 𝑃𝑚  ⊙  𝑃𝑛 terdapat lintasan 

𝑃𝑚 

dan 𝑚 − salinan graf 𝑃𝑛, sebut 𝑃𝑖
∗; 𝑖 =  1, … , 𝑚 dengan 𝑚 ≥  2. Simpul-simpul di 𝑃𝑖

∗ 

dinotasikan dengan 𝑣𝑖1, 𝑣𝑖2, … , 𝑣𝑖𝑛 untuk 𝑖 =  1, … , 𝑚. Setiap simpul 𝑣𝑖𝑗 , 𝑗 =  1, … , 𝑛 di 

𝑉(𝑃1
∗) bertetangga dengan simpul 𝑣1 di 𝑉(𝑃𝑚). Karena 𝑃1

∗ graf terhubung maka terdapat 

simpul 𝑣𝑖𝑛 di 𝑉(𝑃1
∗) sedemikian sehingga terdapat lintasan 𝑣1𝑗, 𝑣1𝑛 di 𝑃1

∗. 

Jelas bahwa, 𝑣1𝑛  ∈  𝑉(𝑃1
∗) bertetangga dengan 𝑣1  ∈  𝑉(𝑃𝑚). Menurut Proposisi 1, 𝑃𝑚 

adalah graf terhubung pelangi kuat sehingga untuk setiap 2 simpul di 𝑃𝑚 , terdapat lintasan 

pelangi kuat di 𝑃𝑚. Tanpa mengurangi perumuman, misalkan 𝑣𝑖 , 𝑣𝑚  ∈  𝑉(𝑃𝑚) dimana 

𝑣𝑖 bertetangga dengan simpul-simpul di 𝑃𝑖
∗ dan 𝑣𝑚 bertetangga dengan simpul-simpul di 

𝑃𝑚
∗ . 

Untuk lebih jelasnya, dapat dilihat pada Gambar 4. 

Karena untuk setiap 𝑃𝑖
∗; 𝑖 =  1, … , 𝑚 terhubung ke 𝑣𝑖  ∈  𝑉(𝑃𝑚) memiliki warna berbeda, 

sehingga 𝑣𝑖𝑣𝑖𝑛 = ⌈
𝑛

3
⌉ . 𝑚. Menurut Proposisi 1, diperoleh 𝑟𝑐(𝑃𝑚)  =  (𝑛 − 1) untuk 𝑚 ≥

 2. Misalkan busur penghubung 𝑣𝑖  ∈  𝑉(𝑃𝑚) dengan 𝑣𝑖𝑗 , 𝑗 =  1, … , 𝑛 menggunakan 

⌈
𝑛

3
⌉ . 𝑚 warna. Untuk lebih jelasnya, dapat dilihat pada Gambar 4. Berdasarkan 

lintasan 𝑣1𝑗  − 𝑣𝑚𝑛 dengan 𝑣1𝑗  ∈  𝑉(𝑃1 ∗) dan 𝑣𝑚𝑛  ∈  𝑉(𝑃𝑚 ∗), jika warna 𝑣𝑚𝑣𝑚𝑛 

adalah ⌈
𝑛

3
⌉ . 𝑚 maka lintasan 𝑣1𝑗  − 𝑣𝑚𝑛 ∶=  𝑣1𝑗, 𝑣1, … , 𝑣𝑖 , … , 𝑣𝑚, 𝑣𝑚𝑛 merupakan 

lintasan pelangi kuat. Hal ini menyatakan bahwa, panjang lintasan 𝑣1𝑗  − 𝑣𝑚𝑛 adalah 

𝑠𝑟𝑐(𝑃𝑚) + (⌈
𝑛

3
⌉ . 𝑚)  =  (𝑛 − 1) + (⌈

𝑛

3
⌉ . 𝑚). Karena untuk setiap lintasan di 𝑃𝑚  ⊙

 𝑃𝑛  terdapat lintasan terhubung pelangi kuat, maka 𝑠𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙  𝑃𝑛)  ≥  (𝑛 − 1) +

(⌈
𝑛

3
⌉ . 𝑚). 

Kasus 2. Untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑠𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛)  ≤  (𝑛 − 1) +  (⌈
𝑛

3
⌉ . 𝑚) untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

• Berdasarkan Proposisi 1, diperoleh 𝑠𝑟𝑐(𝑃𝑚)  =  (𝑛 − 1). 

•Berdasarkan Proposisi 3, diperoleh 𝑠𝑟𝑐(𝐹𝑛)  = {

1;  𝑛 =  2;
2;  3 ≤  𝑛 ≤  6;

⌈
𝑛

3
⌉ ;  𝑛 ≥  7.
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•Akan ditunjukkan bahwa 𝑠𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛)  ≤  (𝑛 − 1) +  (⌈
𝑛

3
⌉ . 𝑚), untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥

 2. 

Perhatikan Gambar 4. 

Berdasarkan Gambar 4 dapat dilihat: 

𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛 terbentuk dari graf kipas yang masing-masing pusatnya {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑚} 

saling terhubung dengan graf kipas yang lain membentuk sebuah graf lintasan 𝑃𝑚. 

Misalkan 

𝑣𝑎, 𝑣𝑏 ∈ 𝑉(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛), maka terdapat 4 kasus untuk mengetahui 𝑠𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛). 

• Kasus 1. 𝑣𝑎  ∈  𝑉(𝑃𝑚), 𝑣𝑏  ∈  𝑉(𝑃𝑚).  

Berdasarkan Proposisi 1, diperoleh 𝑠𝑟𝑐(𝑃𝑚)  =  (𝑛 −  1). 

• Kasus 2. 𝑣𝑎  ∈  𝑉(𝑃𝑚), 𝑣𝑏  ∈  𝑉(𝑃𝑖
∗); 𝑖 =  1,2,3, … , 𝑚. 

Berdasarkan Proposisi 3, karena 𝑣𝑎 merupakan simpul pusat 𝑣𝑝, diperoleh 

r𝑐(𝐹𝑛)  = {
1;  𝑛 =  2;

2;  3 ≤  𝑛 ≤  6;
3;  𝑛 ≥  7.

 

• Kasus 3. 𝑣𝑎  ∈  𝑉(𝑃𝑚), 𝑣𝑏  ∈  𝑉(𝑃𝑖
∗), 𝑖 =  1,2,3, … , 𝑚. 

Karena 𝑣𝑎 bukan simpul pusat 𝑣𝑝, terdapat lintasan 𝑣𝑏  − 𝑣𝑝  − ⋯ − 𝑣𝑎, dimana 𝑣𝑎  ∈

 𝑉(𝑃𝑚), sehingga panjang lintasan 𝑣𝑏  − 𝑣𝑎 adalah (𝑛 −  1) +  1. 

• Kasus 4. 𝑣𝑎  ∈  𝑉(𝑃𝑖
∗), 𝑣𝑏  ∈  𝑉(𝑃𝑗

∗), 𝑖 , 𝑗 =  1,2,3, … , 𝑚. 

Pandang dua buah graf kipas misalnya dengan pusat 𝑣1 dan 𝑣2 saling terhubung, karena 

dua buah graf tersebut terhubung, maka terdapat satu sisi yang menghubungkan kedua 

pusat 𝑣1 dan 𝑣2 kipas tersebut sehingga lintasan geodesiknya 3. 

Src merupakan sebuah keterhubungan pelangi yang mengharuskan jumlah warna dalam 

sisi-sisi yang digunakan lintasan rainbow sesuai dengan lintasan geodesiknya. Hal ini 

menyebabkan masing-masing graf kipas harus memiliki warna yang berbeda. 

Berdasarkan 

Lemma 2, dengan cara pewarnaan yang sama yaitu 1 warna hanya dapat digunakan 

sebanyak tiga kali. 
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Gambar 4. Keterhubungan Pelangi Kuat Graf Korona 𝑷𝒎 ⊙ 𝑷𝒏 

 

Perhatikan Gambar 4, warna pada jari-jari 𝑃1
∗

 ≠ 𝑃𝑖
∗

  ≠ 𝑃𝑚
∗ , dengan penambahan satu warna 

untuk sisi yang menghubungkan tiap 𝐹𝑛 diperoleh 𝑠𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙  𝑃𝑛)  ≤  (𝑛 − 1) +

 (⌈
𝑛

3
⌉ . 𝑚). 

Terbukti bahwa panjang lintasan 𝑣𝑎𝑣𝑏 adalah 𝑠𝑟𝑐(𝑃𝑚) +  (⌈
𝑛

3
⌉ . 𝑚) =  (𝑛 − 1) +

 (⌈
𝑛

3
⌉ . 𝑚). 

Berdasarkan (1) dan (2) diperoleh untuk bilangan bulat 𝑚, 𝑛 dengan 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2, 

bilangan keterhubungan pelangi kuat untuk Graf korona 𝑠𝑟𝑐(𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛)  =  (𝑛 −  1) +

 (⌈
𝑛

3
⌉ . 𝑚).          

           

  □ 

 

Teorema 3.5. Bilangan Keterhubungan Pelangi Kuat Graf Korona 𝐹𝑚 ⊙ 𝑃𝑛. 

𝑠𝑟𝑐(𝐹𝑚   ⊙ 𝑃𝑛)  =  (⌈
𝑛

3
⌉) + (⌈

𝑛

3
⌉ . (𝑚 + 1)), 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

Bukti. Dengan cara yang sama pada pembuktian Teorema 3.4 (𝑃𝑚   ⊙ 𝑃𝑛),  dapat 

ditunjukkan bahwa untuk setiap 𝑣𝑖𝑃𝑖
∗ di 𝐹𝑚   ⊙ 𝑃𝑛 memiliki (𝑘 + 1) warna berbeda. 

Kasus 1 dan Kasus 2. Untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑠𝑟𝑐(𝐹𝑚   ⊙  𝑃𝑛) =  (⌈
𝑚

3
⌉) + (⌈

𝑛

3
⌉ . (𝑚 + 1)) untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥

 2. 

Dengan cara yang sama pada pembuktian Teorema 3.4 (𝑃𝑚   ⊙  𝑃𝑛),  dapat ditunjukkan 
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bahwa untuk bilangan bulat 𝑚, 𝑛 dengan 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2, bilangan keterhubungan pelangi 

kuat untuk Graf korona 𝑠𝑟𝑐(𝐹𝑚  ⊙  𝑃𝑛)  =  (⌈
𝑚

3
⌉) + (⌈

𝑛

3
⌉ . (𝑚 + 1)). 

 

Gambar 5. Keterhubungan Pelangi Kuat Graf Korona 𝑭𝒎 ⊙ 𝑷𝒏 

 

           

 □ 

 

Teorema 3.6. Bilangan Keterhubungan Pelangi Kuat Graf Korona 𝑊𝑚 ⊙ 𝑃𝑛. 

𝑠𝑟𝑐(𝑊𝑚   ⊙ 𝑃𝑛)  =  (⌈
𝑚

3
⌉) + (⌈

𝑛

3
⌉ . (𝑚 + 1)), 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

Bukti. Dengan cara yang sama pada pembuktian Teorema 3.4 (𝑃𝑚   ⊙ 𝑃𝑛) dan Teorema 

3.5 (𝐹𝑚   ⊙ 𝑃𝑛),  dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap 𝑣𝑖𝑃𝑖
∗ di 𝑊𝑚   ⊙ 𝑃𝑛 memiliki 

(𝑘 + 1) warna berbeda. 

Kasus 1 dan Kasus 2. Untuk 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑠𝑟𝑐(𝑊𝑚   ⊙ 𝑃𝑛) =  (⌈
𝑚

3
⌉) + (⌈

𝑛

3
⌉ . (𝑚 + 1)) untuk 𝑚 ≥

 2, 𝑛 ≥  2. 

Dengan cara yang sama pada pembuktian Teorema 3.4 (𝑃𝑚   ⊙  𝑃𝑛) dan Teorema 3.5 

(𝐹𝑚   ⊙ 𝑃𝑛),  dapat ditunjukkan bahwa untuk bilangan bulat 𝑚, 𝑛 dengan 𝑚 ≥  2, 𝑛 ≥  2, 

bilangan keterhubungan pelangi kuat untuk Graf korona 𝑠𝑟𝑐(𝑊𝑚  ⊙  𝑃𝑛)  =  (⌈
𝑚

3
⌉) +

 (⌈
𝑛

3
⌉ . (𝑚 + 1)).      
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Gambar 6. Keterhubungan Pelangi Kuat Graf Korona 𝑾𝒎 ⊙ 𝑷𝒏 

           

 □ 

 
 

Kesimpulan 
 

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan di atas, dapat disimpulkan sebagai berikut: 

1. Bilangan keterhubungan pelangi graf korona 𝑃𝑚  ⊙  𝑃𝑛 , 𝐹𝑚  ⊙ 𝑃𝑛 , dan 𝑊𝑚  ⊙ 𝑃𝑛 

sebagai berikut: 

𝑟𝑐(𝐺 ⊙  𝑃𝑛) =  𝑟𝑐(𝐺) +  3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 ≥  3, 𝑛 ≥  2. 

dimana G adalah graf 𝑃𝑚, 𝐹𝑚 dan 𝑊𝑚. 

2. Bilangan keterhubungan pelangi kuat graf korona 𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛  , 𝐹𝑚  ⊙ 𝑃𝑛  , dan 𝑊𝑚  ⊙

 𝑃𝑛 sebagai berikut: 

𝑠𝑟𝑐(𝐺 ⊙  𝑃𝑛) =  𝑠𝑟𝑐(𝐺) +  (⌈
𝑛

3
⌉ . (𝑚 + 1)), 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 ≥  3, 𝑛 ≥  2. 

dimana G adalah graf 𝑃𝑚, 𝐹𝑚 dan 𝑊𝑚. 
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Saran 
 

Dalam penelitian ini, penulis hanya menentukan bilangan keterhubungan pelangi dan 

bilangan keterhubungan pelangi kuat dari graf korona 𝑃𝑚  ⊙ 𝑃𝑛  , 𝐹𝑚  ⊙ 𝑃𝑛 , dan 𝑊𝑚  ⊙
 𝑃𝑛  dalam bentuk umum 𝑟𝑐(𝐺 ⊙ 𝑃𝑛) dan 𝑠𝑟𝑐(𝐺 ⊙ 𝑃𝑛). Diharapkan juga para peneliti 

selanjutnya 

bisa menemukan bilangan keterhubungan pelangi dan bilangan keterhubungan pelangi 

kuat dari graf korona dalam bentuk umum 𝑟𝑐(𝐺 ⊙  𝐻) dan 𝑠𝑟𝑐(𝐺 ⊙  𝐻) dimana 𝐺 dan 

𝐻 

adalah graf terhubung. 
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